Die ganze Wahrheit
uber die kritische Transkonduktanz

Dieser Artikel befasst sich mit der kritischen Transkonduktanz flir Quarzoszillatoren mit Pierce-Architektur,
behandelt deren physikalische Bedeutung und liefert genaue Schritt-fiir-Schritt-Ableitungen.
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Cg=Shunt Capacitance

Bild 1: Elektrisches Ersatzschaltbild eines Quarzes
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Die Formeln fiir die kritische und optimale
Transkonduktanz werden hédufig im Design
verwendet, ihre Herleitung bleibt jedoch oft
unklar. Dieser Artikel zeigt die zugrunde lie-
genden Zusammenhénge ausgehend von der
Quarzimpedanz, der Pierce-Oszillator-Topo-
logie und den Riickkopplungsbedingungen.
Dabei wird erléutert, wie die Designformeln
aus der Schaltungsanalyse entstehen und
welche Bedeutung sie fiir die Auslegung
von Quarzoszillatoren haben.

Einstellung der Frequenz

Mechanisch betrachtet stellt ein Quarz einen
schwingungsfahigen Resonator dar. Er kann
elektrisch modelliert werden (Bild 1). Ein
angelegtes elektrisches Feld erzeugt eine
mechanische Schwingung bzw. Bewegung,
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Bild 2: Pierce-Oszillatorschaltung

wéhrend mechanische Spannungen eine
elektrische Reaktion hervorrufen. Der Quarz
selbst kann bei der Frequenz eine Serienre-
sonanz aufweisen:

1
fS*ZXnX\leXCm

Er weist auch eine Antiresonanz (im Paral-
lelmodus) bei der Frequenz auf:

1
fp= =f5x /) +(Qm)
%X [ x (meCS) Cs
Cpy +Cs

Wenn ein Kondensator C; parallel zum
Quarz geschaltet wird, wird dieser bela-
stet, und die Schwingungsfrequenz wird zu:
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G
=51+ mCL
CS+7

Typischerweise ist C,, « Cs, was bedeutet,
dass die Serien- und Parallelresonanzfre-
quenzen fs und fP sehr nahe beieinander
liegen. Interessanterweise liegt die Schwin-
gungsfrequenz bei solcher Belastung immer
zwischen f5 und fp.

Eine weitverbreitete Topologie fiir Quarzos-
zillatoren ist die Pierce-Konfiguration (Bild
2). Rg versetzt den Inverter in seinen linearen
Bereich und legt den Gleichstrom-Arbeits-
punkt fest, ohne das Verhalten der Wechsel-
stromschleife wesentlich zu beeinflussen.

R =Feedback Resistance
Cy =Load Capacitance
G, = Inverter's Transconductance
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Bild 3: Erzeugung einer negativen Impedanz

Sein Einfluss ist fiir die Wechselstromana-
lyse nebenséchlich und wird daher wegge-
lassen. In diesem Artikel wird der Inverter
als ideale Transkonduktanz (G,,) modelliert.

Oszillatorkonzepte: positive Riickkopplung
versus negativer Widerstand

Harmonische Oszillatoren lassen sich in
zwei Hauptkategorien einteilen: mit posi-
tiver Riickkopplung und mit negativem
Widerstand. Erste funktionieren, indem sie
einen Teil des Ausgangssignals mit der rich-
tigen Amplitude und Phase an den Eingang
zuriickfiihren, um das Barkhausen-Stabili-
tatskriterium zu erfiillen:

|A%B| =1 and ¢ (4,B) =0 (mod 2xm)

A ... Verstiarkung

B ... die Riickkopplungs-Ubertragungs-
funktion

Dieser Ansatz wird in der Regel verwendet,
wenn die Verstarkungs- und Riickkopplungs-
pfade explizit definiert sind, wie bei Wien-
Briicken- oder Ring-Oszillatoren.

Oszillatoren mit negativem Widerstand zie-
len darauf ab, die ohmschen (verlustbehaf-
teten) Elemente im Schaltkreis aufzuheben,
sodass Energie frei zwischen imaginédren
Komponenten iibertragen werden kann. Die
Bedingung fiir die Schwingung lautet dann:

Z(Rn) + Rneg :Z (Xw) = 0
n n

Diese Sichtweise ist intuitiver, wenn ein
Resonator vorhanden ist, wie beispielsweise
ein LC-Schwingkreis oder ein Quarz. Gan-
gige Beispiele sind Hartley-, Colpitts- und
Clapp-Oszillatoren.

Obwohl beide Ansitze konzeptionell unter-
schiedlich sind und auf verschiedenen analy-

tischen Gesichtspunkten beruhen, beschrei-
ben sie dasselbe physikalische Phdnomen.

Warum die kritische G,, wichtig ist

Die Transkonduktanz G,, ist einer der wich-
tigsten Design-Parameter in Quarzoszillator-
schaltungen. Wenn G,, zu niedrig ist, startet
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der Oszillator einfach nicht — ein Fehler, der
gleichzeitig subtil und frustrierend sein kann.
Um einen zuverldssigen Start zu gewéhrlei-
sten, muss G,, einen Schwellenwert iiber-
schreiten, der als kritische G,, bekannt ist.

Die Falle in der Faustregel

Eine vereinfachte Formel, die manchmal zur
Schitzung der kritischen Transkonduktanz
verwendet wird, lautet:

1
GmCRIT = .
m

Diese Annéherung leitet sich grob aus dem
Barkhausen-Kriterium und dem Resonanz-
verhalten ab. Bei Serienresonanz entspricht
die Impedanz des Quarzes Z in etwa R,
(unter Vernachldssigung von Cs), und man
geht von einer Schleifenverstirkung von
anndherungsweise A x B =G, x R, > 1
aus. Dieses Modell spiegelt jedoch nicht
die Pierce-Oszillator-Topologie wider und
liefert Ergebnisse, die nicht nur falsch sind,
sondern auch im direkten Widerspruch zu
dem beabsichtigten Verhalten stehen. Wie
spéter gezeigt wird, erfordert eine Erhhung
von R,, tatsdchlich eine héhere G,,.

Erzeugung eines negativen Widerstands

Wie bereits erwéhnt, ist aufgrund des Reso-
nators im Schaltkreis der Ansatz des nega-
tiven Widerstands die geeignetere Analyse-
methode. Eine einfache Moglichkeit, einen
negativen Widerstand zu erzeugen, besteht
darin, die Eingangsimpedanz der Topolo-
gie zu betrachten, wie in Bild 3 dargestellt.

Berechnen Sie die dynamische Impedanz,
die an Vy zu sehen ist, um zu beweisen,
dass sie die Form

Gm N 1
CLxm)2 jxCrx ®

Zx (jo) = P
hat, die einen negativen Widerstand erzeugt,
der

~Gm
Re{Zx ()} = 5 ¢ 5

entspricht. Der vom Quarz gesehene Wech-
selstromkreis ist dquivalent zu der Ersatz-
schaltung in Bild 4.

Betrachtet man nur den Bewegungszweig
(unter der Annahme, dass Cg vernachlds-
sigt werden kann), so werden die Schwin-
gungen fiir G, > 4 x R, x (C x Kreisfre-
quenz)’ erreicht.

-G, /(2%C * w)2
1
| —
Rm
[ iMikes T e
L*
pa

Crystal

Bild 4: Aquivalenter Schaltkreis
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Bild 5: Vom Quarz gesehene Impedanz
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Der konventionelle Ansatz

Eine bequeme Moglichkeit, die Parallelka-
pazitét zu berticksichtigen, besteht darin, sie
in die vom Quarz gesehene Impedanz Z, zu
integrieren (s. Bild 5).

Unter Verwendung der grundlegenden
Impedanztransformation kann man fol-
gendes ableiten:
Gy X Zs X Z12 + Zg x 7],
Gm x 212+ Zs + 71,

Zxy =

Der Realteil dieser Impedanz kann wie folgt
dargestellt werden:

Re{Zx (jw)} =
—Gp x4 ><CL2
AxCsxCr+4 ><CL2)2 ><(02+(Gm ><CS)2

Um die Widerstandsverluste auszugleichen,
muss der negative Widerstand dem Bewe-
gungswiderstand entsprechen:

B Gy x4 % CLZ
(4xCsxCr+4 ><CL2)2 ><(02+(Gm><CS)2

R

Dies fiihrt zu der folgenden quadratischen
Gleichung:

4xG Cr\? Cr2\2
— o= 216 Lo g 020

Durch Berechnung der Diskriminante kon-
nen wir feststellen, ob eine reelle Losung
existiert:
16 (Cr\* C1?\?
“ () (e o

Ist die Diskriminante negativ, gibt es in
dem System keine reellen Losungen. Ist
sie positiv, erflillen zwei Werte von G,, die
Gleichung, und fiir jeden Wert dazwischen
ist eine Schwingung moglich. Die untere
Grenze ist als kritische Transkonduktanz
G,, crir bekannt, die das fiir den Start erfor-
derliche Minimum darstellt. Die Obergrenze
ist die maximale Transkonduktanz G, yax,
oberhalb derer keine stabile Schwingung
aufrechterhalten werden kann. Die genauen
Werte konnen mit einem numerischen Glei-
chungsloser ermittelt werden.

2
ix(ﬂ) A
Ry, Cs
G,y CRIT= 5
2
i X (g) + VA
Ry Cs
Gy MAX = 5

Durch Lésen der Bedingung

ORe{Zx(jo)}
0Gm 0
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kann die optimale Transkonduktanz
bestimmt werden, die dem Punkt entspricht,
an dem der negative Realteil der vom Quarz
gesehenen Impedanz maximiert ist. Dies
ergibt den Ausdruck:

2
GmOPT:4><(0><CL><(1+g)
Cs

Wenn G,, von 0 in positiver Richtung nach
Unendlich zunimmt, entwickelt sich die
vom Quarz wahrgenommene Impedanz in
der komplexen Ebene. Dieser Verlauf veran-
schaulicht den Ubergang von der kritischen
Gm iiber die optimale Gm bis zur maxima-
len G,,. AuBBerhalb dieses Bereichs konnen
die Verluste nicht kompensiert werden, und
das System kann keine Schwingungen auf-
rechterhalten (s. Bild 6).
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Bild 6: Impedanz in der komplexen Ebene

Der interessante Wert ist in der Regel G,
crir- Unter der Annahme, dass G, X C 2 «
4 x (C x C+ C 2)* x Kreisfrequenz?, kann
die Impedanz Z néherungsweise wie folgt
berechnet werden:

Ry = —Re{Zx(jo)} =
Gy x4xCr2
(4xCsxCr+4xCr2)2xm2

Diese Vereinfachung wird manchmal als
,kleine G,,-Anndherung® bezeichnet. Die
physikalische Intuition ist, dass R,, klein
ist (da Quarze sehr hohe Giiten zwischen
10.000 und 100.000 aufweisen) und daher
die damit verbundenen Verluste minimal
sind. Folglich sollte der Beitrag des nega-
tiven Impedanzkreises (G,,) minimal sein.
Unter dieser Annahme kann die kritische
G,, in einer kompakteren Form ausgedriickt
werden:

GmCRIT = 4XRm x(2 xn xf5)2 x(CL+Cs)2

Ein Umweg, der Erkenntnisse liefert

Bei der bisherigen Methode wird der Quarz
als allgemeine Impedanz behandelt, ohne
dass man zwischen seinen ohmschen und
imagindren Komponenten unterscheidet. Es
gibt einen alternativen Ansatz, dessen Her-
leitung zwar etwas ldnger ist, der aber tief-
ere Einblicke und praktische Vorteile bietet.

Dazu vereinfacht man zunéchst den Bewe-
gungszweig des Quarzes, indem man seine
induktiven und kapazitiven Elemente zu
einem einzigen Reaktanzterm X zusam-
menfasst. Aus Griinden der Einheitlichkeit
in der Notation wird die Shunt-Kapazitéts-
reaktanz als jXg definiert, wobei Xs =-1/(Cs
x Kreisfrequenz) ist, siche Bild 7.

A B
e

1

11

Cs
A — B

I
R

1

11

JXg

Bild 7: Alternatives Quarzmodell

Die Impedanz des Quarzes (zwischen A

und B) kann wie folgt geschrieben werden:
(RmtjX)*(jXs)
ZAB= v o
Riy+j(X+X5s)

Der effektive Widerstand zwischen den
Knoten A und B entspricht dem Realteil der
Impedanz, die an diesen Punkten gemes-
sen wird:

Ry xXs2

Rro =Re{Zyp} = —
0 1248} Ry2+(X+Xs)2

Wenn der Quarz an den Lastkondensator
angeschlossen ist, kann der Schaltkreis nun
wie in Bild 8 gezeichnet werden.

iX
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Bild 8: Alternatives Quarzmodell mit Last

hf-praxis 10/2026



Bei Resonanz heben sich die imaginiren
Komponenten gegenseitig auf, und die Impe-
danz wird rein real. Daher gilt:

X=Xs// X1,
B 1
~ ox(Cr + Cs)

Wenn wir dieses Ergebnis in die vorherige
Rpo-Gleichung einsetzen, erhalten wir:

Rpp =Re{Zyp} =
Ry xXs2

1 1 2
Ry + -
(@X(CL +Cs) (DXCS)

Dies ldsst sich vereinfachen zu:

Ry xXs2

Rpp =

1 Cr \2
R2+ — |[———
" Cs2xa? (CL+CS)

Wenn die Annahme

1 Cr
Ry KL
Csxm Cr+Cg

zutrifft, kann der vom Verstérker gesehene
Ersatzwiderstand des Quarzes anndherungs-
weise wie folgt ausgedriickt werden:

Cg \?
Reg =R (1+C—)
L

Diese Formel stellt eine niitzliche Verbin-
dung zwischen der internen Verlustleistung
des Quarzes, seinem Bewegungswiderstand
R,, und dem Kapazititsverhéltnis Cy/C; her.

Quarze haben eine maximal zuldssige Ver-
lustleistung, bei deren Uberschreitung die
langfristige Zuverlédssigkeit beeintrdch-
tigt werden kann. Die abgegebene Effek-
tivleistung kann nun als P, = Ry x 1,3
geschétzt werden; so ldsst sich iiberpriifen,
ob der Oszillator innerhalb sicherer Ansteu-
erungspegel arbeitet.

Leider wird der Begriff Rgq oft als dquiva-
lenter Serienwiderstand (Equivalent Series
Resistance, ESR) bezeichnet und bei der
Oszillatorauslegung uneinheitlich verwen-
det. In einigen Zusammenhingen bezicht
sich ESR auf den effektiven Widerstand, den
der Verstirker sieht (was als Ry bezeichnet
wurde). In anderen Féllen bezieht er sich
auf den Bewegungswiderstand (elektrischen
Serienwiderstand), der die intrinsischen
Verluste innerhalb des Quarzes selbst dar-

50

stellt (was als R, bezeichnet wurde). Um
die Verwirrung noch zu steigern, bezeich-
nen einige Anbieter R,, als ESR, wéhrend
bestimmte Dokumente ESR verwenden, um
R,, im Zusammenhang mit kritischen G,,-
Berechnungen zu beschreiben. Typischer-
weise ist Cg viel kleiner als C;, sodass R,,
und Rg, numerisch nahe beieinander liegen.
Dies konnte erkldren, warum die Unter-
scheidung oft unbemerkt bleibt. Hoffentlich
hilft diese Klarstellung den Leserinnen und
Lesern, zwischen den beiden zu unterschei-
den und zu verstehen, welcher Wert in jedem
Kontext angemessen ist: Berechnung der
Startbedingungen und Resonanzfrequenz
oder Schitzung des Ansteuerungspegels.

Zuriick zum Ersatzschaltbild: Der Oszillator
kann nun wie in Bild 9 dargestellt werden.

-6,,/(2xC *w)?

Rgg

A

Bild 9: Ein weiteres Ersatzschaltbild

Um die Schwingung aufrechtzuerhalten,
muss der vom Verstarker dargestellte nega-
tive Widerstand den vom Quarz gesehenen
Ersatzwiderstand aufheben:

1+—

GmCRIT (
Cr

_ Cs \?
@xCrxop2 )
Durch Umstellen dieser Gleichung erhélt

man denselben Ausdruck, der zuvor fir die
kritische Transkonduktanz abgeleitet wurde:

GmCRIT = 4 *Rm x(2xmxf)2 x(CL+Cs)?2

Die Kraft der Vier

Letztendlich stellt die kritische Gm die
genaue mathematische Schwelle dar, die fiir
eine nachhaltige Schwingung erforderlich
ist. Er stellt sicher, dass der Verstirker die
im Quarz verlorene Energie exakt kompen-
siert. Um jedoch einen zuverldssigen Start

unter realen Bedingungen zu gewihrlei-
sten, sehen Entwickler in der Regel einen
Uberschuss an G,, vor. Dieser beriicksich-
tigt Schwankungen bei R,,, Abhéngigkeiten
vom Ansteuerungspegel und Startdynamik.
In der Praxis wird iiblicherweise ein Sicher-
heitsfaktor von 4 angewendet, um eine
robuste Leistung tiber Temperatur-, Alte-
rungs- und Prozessschwankungen hinweg
zu gewéhrleisten.

Fazit

Dieser Artikel zeigt, warum die kritische G,
fiir den Start und die Stabilitit von Quarz-
oszillatoren unerlésslich ist. Wir haben die
Abhingigkeiten von R,,, Cs und C unter-
sucht, die hidufige Gefahr betont, sich aus-
schlieBlich auf 1/R,, zu verlassen, und zwei
sich ergénzende Ansétze zur Losung des
Problems vorgestellt. Jede Methode bietet
einzigartige Einblicke: Die eine liefert einen
vollstindigen Uberblick iiber den Betriebs-
bereich, wihrend die andere eine wichtige
Beziehung zum Ansteuerungspegel aufzeigt.
Das Verstdndnis dieser Prinzipien versetzt
Entwickler in die Lage, iiber Faustregeln
hinauszugehen und prézise Berechnungen
anzuwenden, die einen zuverldssigen Start
und eine robuste Leistung unter realen
Bedingungen gewdhrleisten.
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